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1 Introduction

Ce document est un recueil de notes de cours sur l'intégration niveau L3. Il est basé sur les
cours de M. CYRILLE LUCAS a Université Paris Cité, cependant toute erreur ou inexactitude est
de ma responsabilité. Ce document a été rédigé principalement par YAGO IGLESIAS, mais plusieurs



contributeurs peuvent étre retrouvés dans la section contributeurs du répertoire GitHub. Un remer-
ciement particulier est adressé & ERIN LE BOULC’H pour sa participation active a la correction de
ce document.

Les notes portent sur la théorie de la mesure, l'intégration et les séries de Fourier.

Toute erreur signalée ou remarque est la bienvenue. Sentez-vous libres de contribuer a ce docu-
ment par le biais de GitHub, ot vous pouvez trouver le code source de ce document et une version
pdf & jour. Si vous n’étes pas familiers avec Git ou ITEX, vous pouvez toujours me contacter par
mail.

2 Théorie de la Mesure

2.1 'Tribus
Définition 2.1 (Tribu). Soit F un ensemble. Une tribu (ou o-algeébre) & sur E est une partie de
P (E) vérifiant :

1. Eed

2. Aced = A°cd

3.VneN A, ed = |J A ed
neN

Proposition 2.1. Toute intersection de tribus sur E est une tribu sur E.

Démonstration. SiVi € I, <7 est une tribu sur E. On a :
l.Viel,Eed, — FEe ()

iel
2. VielAce oy = Ac oy = A€ () <
el
3. Viel,VneN A, e, = |JAvce = U AN
neN neN el

O

Définition 2.2. Soit ¥ un sous-ensemble de Z(E). On note la tribu engendrée par &, o(%) avec

o@)= (| <«

o/ tribu, ¢ C.o/

Remarque 2.1.1. o(%) est bien une tribu comme intersection non vide de tribus, car Z(E) est
une tribu sur E qui contient € .

Définition 2.3 (Tribu borélienne). On note Q ensemble des ouverts de R. La tribu borélienne
sur R est la tribu o(2), notée B(R).

Remarque 2.1.2. On peut étendre cetle définition a tout espace topologique (ou moins fort, tout
espace métrique), en particulier RY.

Remarque 2.1.3. #(R) est aussi engendrée par :
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— {] — 00,a[, a € R}
— {la,b[, a < b eR}
— {]a,b[, a < beQ}

Définition 2.4 (Tribu produit). Si (Ey1,9) et (E2,9%) sont deux espaces mesurables (couple
ensemble-tribu compatible) on note % ® % la tribu sur E; x Es engendrée par les rectangles
Al X Ay avec Ay € & et Ay € o,

2.2 Mesures

On se donne (F, &) un espace mesurable.

Définition 2.5 (Mesure). On dit que p: &/ — R U {+o00} est une mesure sur (E, &) si :
L. p@) =0
2. pest o-additive, c’est & dire que si (A, )nen est une suite d’éléments de <7 tels que A,NA; =0
pour i # j (deux & deux disjoints), alors

K (U An> = ZH(AH)
neN neN

Remarque 2.2.1. On appelle mesurables les ensembles qui sont dans < .

Remarque 2.2.2. Comme pu(4,) € Rt U{+oc}, la somme Y u(Ay) est bien définie.
neN

Remarque 2.2.3. u mesurable donne ladditivité (finie). Cependant, la réciproque est fausse.

Exemple 2.2.1. Soit m : Z(N) - R U {400}

0 si A est fini
m(A) = { 400 sinon

est additive mais pas o-additive.
Exemple 2.2.2. Sur (R, #(R)), on a la mesure de Dirac en g € R, notée d,,, définie par :

N 1 sizge A
0z (4) = { 0 sinon

Exemple 2.2.3. Sur (R, Z(R)), on a la mesure de comptage, notée v, définie par :

| #A  si Aestfini
v(4) = { +oo  sinon

Démonstration. 1. L’espace de départ est bien une tribu car £(R) est une tribu sur R. L’espace
d’arrivée est bien RT U {+o00} car #4 € Rt U {+o0}.

2. v0)=#0=0
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3. Si (An)nen est une suite de boréliens deux & deux disjoints :

#A st J A, est fini
neN
+00  sinon

m( U Ap) =

neN

U A, est fini si 3k, Ay infini (cas 1) ou si les éléments sont finis mais tous non vides a partir
neN
d’un certain rang (cas 2).

(a) Cas 1: > v(A4,) > v(4;) = +oo.

neN
(b) Cas 2: Y v(A4,) =4occ car Vn € N, v(4,,) € N et v(4,) ne stationne pas en 0. Donc
neN
il existe une suite infinie d’éléments non vides, donc tels que v(A,) > 1. Donc la somme
diverge.

Par contre si |J A, est fini, alors A,, = () & partir d’un certain rang. Donc le cardinal de
neN

U A, estfiniet Y v(A,) =v( U Ap) car ils sont deux a deux disjoints.

neN neN neN

Proposition 2.2 (Propriétés élémentaires). Nous avons 5 propriétés élémentaires :

1. Croissance. Si A et B mesurables, avec A C B, alors pu(B) = p(A)+p(B\ A) et u(A) < u(B).
De plus, si u(B) est finie, alors u(B\ A) = u(B) — u(A4).
2. Crible. Si A et B mesurables

W(AUB) + u(AN B) = u(A) + u(B)
8. Continuité croissante. Soit A, une suite croissante d’ensembles mesurables A, C Ap+1, alors

1 U An) = nlin;o 1(An)

neN

4. Continuité décroissante. Soit A, une suite décroissante d’ensembles mesurables A, 1 C Ay,
telle que 1(Ag) < 400, alors :

p([) An) = lim p(A,)

n— 00
neN

5. Sous-additivité. Soit (An)nen une suite d’ensembles mesurables, alors :

n(lJ An) <D n(An)

neN neN

Démonstration. Nous allons démontrer les propriétés dans I'ordre.
1. Soit B= AU (B\ A), alors A et B\ A sont disjoints. Donc

p(B) = p(A) + u(B\ A)

Donc p(B) > pu(A). Donc u(B) < oo alors u(A) < oo et u(B\ A) = u(B) — pu(A).
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WA+ u(B) = p(A\(ANB))+u(ANB)+ u(B\ (AN B)) + u(AN B)
WAUB) = p(A\(ANB))+u(ANB)+pu(B\ (AN B))

3. On pose By = Ag et B, = A, \ A,—1 pour n > 1. On a que les B, sont disjoints et

U Bn= U A4,. Donc
neN neN

UN(An) = UM(Bn)

= Z“(B”) par o-additivité
neN

Si 'un des A, vérifie u(A,) = +oo, alors pu( |J A,) = +oo et Dégalité est donc vraie.
neN
Si tous les A,, sont finis, on a :

w(Bn) = wu(An) —pu(An-1)
(U An) = D (u(An) = n(An-1)) + p(Ao)

neN neN

N
= lim [L(Ao) + Z (H(An) - M(An—l))

N—o00

=

n=

= lim pu(Ay)

N —oco

4. On définit C,, = Ag \ A, alors les C,, sont croissants et mesurables. Donc

n—oo
neN
= lim pu(Ao\ 45)
= lim p(Ag) — p(An)
= p(Ao) = lim p(Ay)

Or U Cn =40\ N Ay et doncpu(J Cn) =p(do) —p( N An).
neN neN neN neN

n—1

C
5. On pose D, = A, N < U AZ) . Les D,, sont disjoints et mesurables par o-additivité.
i=0

N(U Ay) = N(U D,,)

neN neN

> w(Dn)  par o-additivité
neN

et D, C A, donc pu(Dy) < p(An) < > p(Ay).
neN
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O

Remarque 2.2.4. Dans le (4) de la proposition 2.2, Uhypothése u(Ag) < +oo est nécessaire. En
effet, soit v la mesure de comptage. Soit

A, ={n,n+1,n+2,...}

Ona () A, =0 et v(A,) = 400 pour tout n € N.
neN

Définition 2.6 (Vocabulaire des mesures). Soit g une mesure sur (E, .o/).
— (E, o, ) est un espace mesuré si (E,27) est un espace mesurable et ;1 est une mesure sur
(B, o).
— 1 est dite finie si u(F) < +oo.
— p est une probabilité si u(E) = 1.

— pest o-finiesi E= |J A, avec 4, € & et u(4,) < +oo.
neN

— On dit que z est un atome de u si u({z}) > 0.

— v est diffuse si elle n’a pas d’atomes.

2.3 Fonctions mesurables

Définition 2.7. Soient (E, o) et (F, %) deux espaces mesurables.

Une fonction f : E — F est dite mesurable si f~!(B) € & pour tout B € 4.

Dans le cas ou E et F sont munis de leur tribus boréliennes (si elles existent), on dit que f est
borélienne.

Proposition 2.3. Si f : (E, o) — (F, %) et g : (F,%) — (G,€) sont mesurables, alors go f :
(E, o) — (G,€) est mesurable.

Démonstration. Soit C € €. On a que g~ !(C) € B car g est mesurable et f~1(g7(C)) € o car f
est mesurable. Comme f~!(g7(C)) = (go f)~1(C), on a que g o f est mesurable. O

Proposition 2.4. Pour que f : (E, o) — (F, %) soit mesurable, il suffit qu’il existe € C A telle
que :

1. f7YC) € & pour tout C € €.

2. 0(¢)=%
Démonstration. Posons 4 = {B € Z|f 1(B) € &}. On a que € C ¢¥. Montrons que ¥ est une
tribu sur F.

1. f7Y0)=0€ o donc ) € 4.

2. Soit B € 4, alors f~1(B¢) = (f~1(B))¢ € « donc B € 9.

3. Soit (B, )nen une suite d’éléments de ¢, alors f~1( | B,) = U f1(Bn) € & donc |J B, €
@ neN neN neN
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Ainsi ¢ est une tribu sur F' et ¥ C ¢. On a donc :
o(B)=0(€)Co(¥9)=¥%
Donc Z C 9 C A, donc B =%. On a donc que f est mesurable. O

Exemple 2.3.1 (Application). Si (F, %) = (R, #B(R)), on peut prendre € = {] — oo, t[|t € R}.
On a que 0(%) = Z(R). Et donc il suffit d’étudier la mesurabilité de f~*(] — oo, t[).

Remarque 2.3.1. Si f: (E,B(E)) — (F,%A(F)), alors f continue = f mesurable :
Soit U un ouvert de F', alors f~1(U) est un ouvert de E car f est continue, et donc f~1(U) € B(E).

Proposition 2.5. La fonction 14 : (E, /) — (R, Z(R)) est mesurable si et seulement si A € <.

0 si t<O
Démonstration. f~1(] —oo,t]) =< A¢ si te[0,1]
E si t>1
donc f mesurable si et seulement si A¢ € &7, si et seulement si A € o7. O

Proposition 2.6.
fi (B, o) = (F1,%)

f2 : (E,ﬂ) — (FQ,%Q)

g(EXE,Qf@JZ{) — (F1XF2,<@1®<%2)
z = (filz), fa(2))

alors g est mesurable si f1 et fo le sont

Démonstration.
B R By = O'{Bl X By, By € e%1,32 S %2}
g_l(Bl X BQ) =€ E,fl(l‘) S Bleth(x) € By
fTHB) 0 fN(B)
—_—— ~—
€/ car fi mesurable €4 car f; mesurable
donc g71(By x By) € & O

Proposition 2.7. Si f et g(E, o) — (F, Z(R) sont mesurables, alors les fonctions suivantes sont
mesurables :

— [+yg

— /g

— inf(f,g)

— fT =sup(f,0)
— [~ =sup(-£,0)
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Démonstration.
(R, B(R) & BR) — (B(R),A(R)
(z,y) = x+y
est continue donc mesurable. De méme pour le reste. O

Définition 2.8. On note R = RU {—o00, 00} et RT = R* U {400}
Dans R*, Va € Rt :

— a+ (+00) = 400

4 (4o0) = 0 sia=0
| +oo  sinon

Définition 2.9. Si a,, est une suite dans R. On définit

400 si + oo est dans la suite
— supa, = +o00 sivM >0 3n, a, > M
supa, € R si a, est majoré

— De méme pour le inf
— limsupa, =lima, = lim | supar €R
n—oo k>n

— liminfa, =lima, = lim 1 inf a; € R
n—oo  k>n

Remarque 2.3.2. On travaillera avec B(R), les boréliens de R qui sont
o({[—o0,a],a € R})

Remarque 2.3.3. limsup a,, est la plus grande valeur d’adhérence de la suite a,,, et liminf a,, est
la plus petite valeur d’adhérence de la suite a,.

Proposition 2.8. Si f,, est une suite de fonctions mesurables
fn(E, ) = (R, Z(R))

alors les fonctions suivantes sont mesurables :
1. sup fn, quiestx — sup fn(z)
2. inf f,
3. limsup f,
4. liminf f,
En particulier si f, converge simplement dans R alors lim f, = limsup f,, est mesurable. De plus
{z € E, f,(a) converge} est mesurable.

Démonstration. 1. f(x) =inf f,(x)

fH[~o0,al) {z € E,inf f,, < a}

= {ze B3NN, fy(z) <a}
U 75! ([=o0,aD)

NeN
e A
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2. On peut faire de méme pour sup

3.
liminf f,, = lim 7 inf ag
n—oo  k>n
= sup inf
e 8 I
IS4
donc liminf et lim sup sont mesurables.
4.

{x € B, f, converge} = (liminf f,, — limsup f,,)~*({0})
et {0} € Z(R) donc {f, € E, f,(z) converge } € <.

2.4 Classes monotones

Définition 2.10. .# C Z(E) est une classe monotone si
— Eeu
— si A,Be€ . #etAC Balors B\Aec .#

— si Apen € A est croissante par Iinclusion, alors UA,, € .#
Remarque 2.4.1. Toute tribu est une classe monotone.
Définition 2.11. On définit la classe monotone engendrée par ¢ C Z(E)
M(C) = N M
A classe monotone et€ C.#

Démonstration. Toute intersection de classes monotones est une classe monotone : c¢’est la méme
démonstration que pour la proposition 2.1 sur les tribus. O

Théoréme 2.1 (Lemme de classe monotone). Si % est stable par intersections finies, alors
M(C) =0(F)

Démonstration.

M(E) C o)

car o(%) contient € et o(%) est une classe monotone car c’est une tribu.

o(€)C ME
On a que . (€) contient €. 1l suffit de montrer que .# %€ est une tribu.
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— Ee #(%)

— M (F) est stable par passage au complémentaire car on peut prendre B = E et alors
ACBet B\ A= A°

— Stabilité par union dénombrable :
Idée : UA,, = UpenBn, avec By, = Ug<p Ai et I'union est croissante. Il faut montrer que
A (€) est stable par union finie. On peut montrer que .# (%) stable par intersection
finie. On peut juste montrer qu’elle est stable par intersection de 2 éléments.

Fixons A € #(€). On regarde #4 ={B € #(¢),ANB € .#(%)} On veut montrer
que A4 = ME. On va montrer que .# 4 est une classe monotone. On a deja € C 4.

— Ee#4? Ona ANE=A€cC C M,

— Si B € My ,B € My, et BC B montrons que B'\ B € #4 AN(B'\ B) =
(ANB"Y\(ANB)e #C et ANBC ANB’
—_— ——

eM(E) EM(F)
— Soit B,, a valeur dans .# 4 une suite croissante :

AN (UB,) =U(ANB,)

donc AN (UBy,) € #€ et UB,, € Ma

Donc .# 4 est une classe monotone, donc .#4 = A€ qui est équivalent a :
VYA€ €, NBe ME,ANDB € HME(*)

Soit B € AC .
Mp={Aec MAC,ANBc H4C}
On sait que € C #p En effet, A € €, on a bien B € .#%, donc AN B € .#% d’apres
(*)-
De plus, .#p est une classe monotone, méme preuve que ci-dessous (car dans cette preuve

on n’utilise pas que A € ¥).
Donc A4 = #E€ et donc :

VBe #HENAE HEC,ANDB € HE
U
Théoréme 2.2 (Lemme d’unicité des mesures). Soit p et v deux mesures sur (E, o). On suppose
qu’il existe € stable par intersections finies tel que 0(€) = & et VC € €, u(C) = v(C) alors :
— Sip(E) =v(E) < 400, alors p=v.
— Sl existe une suite E,, € € croissante avec E = UE,, et u(E,) = v(E,) < +00, alors yu = v.

Démonstration. — On regarde ¥ = {A € &/, u(A) = v(A)}. Montrons que c’est une classe
monotone :

— w(E)=v(E),donc E € 9.
— Soit A,B €¥, AC B, vérifions que B\ A€ ¥ :

w(A\B) = w(B)—p(A)
= v(B)—v(A)=v(B\A)
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— Si A, € 4 est une suite croissante,

wUA,) = nlggo p(An)
A

= )

= v(UA4,)

Donc ¢ est une classe monotone que contient 4. Donc 9 D A€ = 0(€¢) = & et donc ¥ = o7

et donc u = v.

— On restreint p a E,, pp A — pw(E, N A). Alors p, est une mesure et u, < 400
On a:

vC e€,uE,NC) = v(E,NC)
= v,(C)

donc py, = v, et d’apres le (1) on a VA € &, v(A) = lim p,, (A)

Remarque 2.4.2. D’aprés ce théoréme, la fonction de répartition caractérise la loi.
€ ={] —o0,z],z € R}
(%) = B(R) et € stable par intersections finies
siVt € R, Fx(t) = Fy(t) alors VB € B(R),Px(B) = Py (B)

Proposition 2.9 (Opérations sur les mesures). (F, <7, ) un espace mesuré.
— Si B e o, on définit ug : A — u(AN B) qui est une mesure.
— X ERT alors Ay est une mesure.

— v une mesure sur (E, 7)), alors y+ v est une mesure.

Théoréme 2.3 (Mesure de Lebesgue). Il existe une unique mesure A sur (R, Z(R)) telle que
Va < b, A([a,b]) =b—a
On Uappelle la mesure de Lebesgue sur (R, B(R)).

Démonstration. — Existence : Admise

— Unicité :

¢ = {[a,b],a < b} U et stable par intersections finies et o(¢) = Z(R). Si u([a,b]) =b—a =

v([a,b]) alors u = v, par le lemme d’unicité des mesures.

O
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3 Intégration par rapport a une mesure

3.1 Intégrale d’une fonction mesurable positive
On travaille avec (E, o7, ;1) un espace mesuré.

Définition 3.1 (Fonction étagée). Soit f : (E, <) — (R, Z(R)) une fonction mesurable. On dit
que f est une fonction étagée si elle prend un nombre fini de valeurs. Si «q, ..., a, sont les valeurs
prises par f, on note A; = f~1({a;}) et on a

n
f= Z a;la,
i=1
on dit que c’est ’écriture canonique de f.

Remarque 3.1.1. lg est étagée mais pas en escalier.

n
Définition 3.2 (Intégrale d’une fonction étagée positive). Si f = > ;1 4, est une fonction étagée
i=1

/ fdu = Z aip(A;) € [0, +09]

positive, on définit

Avec la convention 0 - oo = 0.

Remarque 3.1.2. La valeur de [ fdp ne dépend pas de Uécriture canonique de f, i.e. si

f= Zai]IA,; = ZﬁjﬂBj
i=1 =1

alors

Zazﬂ ZBJ:“

Proposition 3.1 (Linéarité et croissance). Soient f,g deux fonctions étagées positives.
1. Va,b e R, [(af +bg)dp =a [ fdu+b [ gdu
2. Si f <galors [ fdu < [ gdp
Démonstration. Lo f=>" ala et g= Z;":l oz;-]lA; On introduit B;; = A4; ﬂA;-, Bir = «a; et
Bl = aj.. On a alors

f ZZBZ]]IB”a /fﬂf Zﬂwﬂf 1]

=1 j=1

Q—ZZ% Bij» /gﬂ Zﬁw Bij

=1 j=1

et
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On a alors

/(af+bg)du = / > (aBij + 81, | du
i=1 j=1
Z(aﬂz‘j + b8 (Bij)
i
ay Biju(Bij) +b> BB
i i

= a/fd,u—f—b/gdu
2. Si f < galors g — f est étagée positive.
/gdu = /(f+ (9= f))dp
/fdu+/(gff)du
—

>0

Donc [ gdp > [ fdp.

Notation 3.1. On note &, 'ensemble des fonctions étagées positives.

Définition 3.3 (Intégrale d’une fonction mesurable positive). Soit f : (E, o) — (RT, Z(R+)) une
fonction mesurable positive. On définit

/fdu= sup /gdu
ge&y
g<f

Remarque 3.1.3. L’ensemble en question n’est pas vide car 0 € £, et 0 < f. Et donc

[ran= [oau=0

Remarque 3.1.4. Si g est étagée positive,

sup /hdu < /gd,u intégrale définie précédemment
he&y
h<g

et de plus h € £4 et h < g et donc
/gdu < sup /hdu
h€£+
h<g

et donc on a l’égalité entre les deux définitions.
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Remarque 3.1.5. On notera :
— [ fdp
— [ f(@)dp()
— [ f(@)p(dz)
— g f()p(dx)
— [ f(@)dp(z)
z€E

— Et méme p(f)

Proposition 3.2 (Croissance et séparation). 1. Si f, g mesurables positives f < g alors ffdu <
J gdp
2. Sip({z: f(z) > 0}) =0 alors [ fdp=0

Démonstration. 1. {he &t :h< f}c{he&s  :h<g}donc

/fduﬁ /gdu

2. Soit h étagée positive telle que h < f. h=H(R+*) C f~1(R**) et donc

p(h™H(RF)) < p(f7H(RF) =0

Donc b =0-1a, + 37, ajla; Alors A; C h='({0}) et donc p(A4;) = 0. Donc [ hdp = 0. et
donc [ fdu = 0.
O

Théoréme 3.1 (Convergence monotone). Soit (f,)nen une suite croissante de fonctions mesurables
positives.
On note f = lim 1 f,. Alors on a

n—oo

[ tin=tim_ [
n—oo
Remarque 3.1.6. f,, suile croissante de fonctions (et pas suite de fonctions croissantes ...).

vn € Nvfn S fn—i—l

Démonstration. —
fn(@) < fasa(z)
et donc [ fpdp < [ fny1dp. et finalement

lim h@é/ﬂu
n—oo
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— Soit h € &; telle que h < f, montrons que [ hdp < lim [ f.du.
n—oo
Soit a € [0, 1]
E,={x € E:ah(z) < f(2)}
E,, est mesurable car E,, = (ah — f,)"1(R7).
On a f, — f et donc a < 1 et donc ah < f et donc pour un n assez grand, f,, > ah.
Donc E = J,,cy En-
Or f, > ahlg, et donc
k
/fndu > /ah]lEnd,u = Zaaiu(Ai NE,)
i=1
k k
car ahlp, = Z aci;14,nE, est étagée positive = a Z a;u(A; N Ey)
i=1 i=1
or E, est une suite croissante d’ensembles avec |J,,c En = E et donc
lim p(4;NE,) = p(A)
n—oo
lim [ fodp > a/hdu
n—oo
Comme c’est vrai pour tout a € [0,1], on a
lim [ fodp > /hd,u
n—oo
lim [ f,dp > sup /hd,u = /fd,u
n—o0 h€5+
h<f
O

Exemple 3.1.1 (Contre-exemple & la convergence monotone pour une suite non croissante).

Etona [ f,d\ =00 or [0d\ = 0.

Proposition 3.3. Soit f mesurable positive.
Alors il existe f, suite croissante de fonctions étagées positives telles que

Vz € E, fn(z) = f(2)

Démonstration.
n>1,ie€{0,...,2" — 1}
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A, = {z€E:f(x)>n}ted

B, = {er:;"<f(x)<i;l}ed
21

fn = nﬂA,,L-l-;Qj]le

En général, A, et B, ; ne sont pas des intervalles.

Par construction f,, < fn et f, est une suite croissante, c’est pour cette raison qu’on a subdivisé
avec 2" intervalles, et pas n intervalles.
A-t-on f, = f7

fo(z) =27, (2) 1B, i, (z)(T) Si 1,,(x) est tel que x € By, ;, (2)
—_——

) 27" (z) < fu(z) <277 (in(z) + 1)
donc 2_pi,(x) — f(x)

Et donc f,(x) = f(x) O

Remarque 3.1.7. Les fonctions données par la proposition précédente vérifient les hypothéses du

théoréme 3.1, donc
/ Jndp — / fdp

Proposition 3.4 (Linéarité). Soient f,g mesurables positives et a,b > 0.

/(af+bg)du:a/fdu+b/gdu

fn€&iful—= f
gn € g—i—agn T_>g

/afn+bgndﬂ =a /fndlff +b /gndlu’

—_ —_— ——
Par 3.1— [ af+bg dpu Par 3.1— [ fdu Par 3.1— [ gdu

Démonstration.

Proposition 3.5 (TCM pour les suites). Soit f,, une suite de fonctions mesurables positives.

Alors,
[ pan=3" [ st
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n
Démonstration. On regarde S, (x) = > fir(z) est une suite de fonctions mesurables positives. Et
k=1

Snt1—Sn = fnr1 > 0 et donc S, est une suite croissante de fonctions mesurables positives. D’apres
le 3.1, on a

/lim Sp(@)dp(z) = lim [ Sy(z)du(x)

n—00 n—oo

[ su@inte) =t |3 fulwduto)
n=1 k=1
= lim fe(x)du(x)

= > [ f@aua)

n=1

Définition 3.4 (u-presque partout). Soit P une propriété sur x € E (P(z) € {Vrai, Faux})
On dit que P est vraie p-presque partout (u-p.p.) si

{r € E:P(x)=Faux} € o/ et p({x € E: P(x) = Fauzx}) =0
ou s’il existe B € o tel que {x € E: P(z) = Fauz} C B et u(B) =0

Définition 3.5 (Mesure a densité). Soit f une fonction mesurable positive.
On définit

v:o — Rt
A — /]lAfdu

:/Afdu

Alors v est une mesure sur (F, <) et on Pappelle mesure a densité par rapport & p.

Démonstration. 1. L’ensemble de départ est mesurable.

2. v(0) = [1yfdp= [0dp=0

3. A, suite d’ensembles disjoints, on regarde

V(UAn) = /]IUAnde

e
- /gjlmkfdu
= kf::l/]lkafdﬂ
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d’apres le TCM pour les séries, car Vk > 1, 14, f est mesurable positive.

Remarque 3.1.8. On veut, pour g mesurable positive, montrer que

/gdv: /gfdu

Démonstration. Nous allons utiliser ce schéma de preuve :

1

. Vrai pour 147

2. Vrai pour g étagée positive ?

_ W

. Vrai pour g mesurable positive ?

. Sig=14, avec A € Z, alors

/gdv - /]lAdy: V(A)
[ 1asdu= [ oran

. Sig=>" a;la,, alors
/ gdv =3 adav(d) = 3o / FLadp
=1

=1
/ (gaim) fdu
/gfdu

. Si g est mesurable positive, alors On prend g, T g une suite de fonctions étagées positives.
Alors
/gdz/ = lim | g,dv par le théoreme 3.1
n—oo
— i [ gufd
n—oo

On remarque que g, f est une suite croissante de fonctions mesurables positives et donc on
peut appliquer le théoreme 3.1 et donc

fim [ gofdy — / lim g, fdu
= / gfdp
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Exemple 3.1.2 (loi normale sur R). (Méme proba sur (R, Z(R)), qui est la loi de X .47(0,1))

v(B)=2\(B) = (X eB)
/]IB(JC) L e‘éd)\(x)

/]Ide)\

Donc v a la méme densité que f par rapport a la mesure de Lebesgue :

f@) = =%

Proposition 3.6 (Inégalité de Markov). Soit f une fonction mesurable positive.

1. Pour tout a >0 on a )
plecBif@)za) < [ fu

2. Si [ fdp < oo alors f < oo p-p.p.

3. [ fdp =0 si et seulement si f =0 p-p.p.

4- f=gppp = [fdu= [gdu

Démonstration. 1. f>aly>,
[ fdnz antta € B+ fw) 2 a)
2. Ay ={z € E: f(z) > a} On a A = J;_, Ak intersection décroissante.

u(Ay) = 1/fdu d’apres le (1)
< oo par hypothese

donc

MAOO = lim M(An)

n—oo
1
— /fdu
n
Donc p(An) — 0 et done p(As) = 0.
3. f=0upp = [ fdu=0par3.2.
< : Soit f mesurable positive telle que [ fdu = 0.
B,={z€E: f(z)>1}
|J B, est une suite croissante.

U ={z€E: f(x)>0}

neN

1(Ar,

IN
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Théoréme 3.2 (Lemme de Fatou). Soit f, est une suite de fonctions mesurables positives.
Alors

/lim inf f,du < lim inf/fndu

Démonstration. liminf f, = lim 1 infg>, fi
n—oo -

On regarde g, = infy>y, fr est une suite croissante de fonctions mesurables positives.
Donc d’apres le théoreme 3.1, on a

lim [ g,du :/ lim g,du = /liminf fndu
n—oo

n—oo
/%@S/h@

wzm/nwz/%w

Sip > n, alors g, < f, et donc

et donc

Et donc Vn € N :
iﬁ/h@Z/%w
p=n

Et en passant a la limite, on a

liminf/fnd,u > /liminffndu

Exemple 3.1.3. ([0, 1], %([0,1]), \)

Ja = A
fa = Ty

t/ﬁﬂA = %

1
0= /lim inf f,d\ <lim inf/fnd)\ =3
Théoreme 3.3 (Egalité Riemann-Lebesgue sur un segment, fonctions positives). Soit f mesurable

positive : f([a,b], B([a,b])) — R, B(R).
On suppose f Riemann intégrable sur [a,b].

b
/ fla)dx = fdA
a [a,b]

Démonstration. O
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3.2 Exemples de calculs d’intégrales

Exemple 3.2.1. La mesure de Dirac

YRR
Démonstration. — f indicatrice
— f étagée

— f mesurable positive

En utilisant ce schéma, on peut montrer ’égalité, comme pour la remarque 3.1.8.

Exemple 3.2.2. Mesure de comptage :
/ fdve ="y f(n)

3.3 Fonctions intégrables
On travaille sur (E, <7, u).

Définition 3.6. Soit f mesurable, f: (E, &) — (R, Z(R)).
On dit que f est intégrable par rapport a p si :

/f+du < 400 et /f_d,u < 400
ol f+ =max(f,0) et f~ = —min(f,0). On définit alors

[ tin= [ rrau= [ i

Remarque 3.3.1. De facon équivalente, on dit que f est intégrable si

[ 151du < +oc
Remarque 3.3.2.

f=fr=f

fl=f"+7f"

Remarque 3.3.3. f1 et f~ sont mesurables positives, donc [ ftdp et [ f~du sont définies.

Remarque 3.3.4. Si f > 0 on retrouve bien la définition originale.

Remarque 3.3.5. Par contre, si [ fTdu = +o0 on dit que f n'est pas intégrable, méme si elle est

positive.

Définition 3.7. On note L' 'espace des fonctions intégrables.

Proposition 3.7 (Propriétés de l'intégrale). 1. Inégalité triangulaire. | [ fdu| < [|f|dpu.



3.3 Fonctions intégrables

2. Linéarité : L' est un espace vectoriel.
3. Croissance : si f,g € L' et f < g alors [ fdu < [ gdu
4. Si f,g € L' f=gu-p.p. alors [ fdu= [ gdu.

Démonstration. 1.

Y ‘/ﬁdﬂ—/f‘du‘
< |froie]fro
< /f*du+/f’du

linéarité fonctions positives < / frfdu
< [ 1f1du
2.

3. f<g,9=f+(@g—f)

/gdu=/fdu+/(g—f)du

Or (g— f)~ =0, donc [(g — f)du > 0. Donc [ fdu < [ gdp.
4. Si f =g p-p.p., alors f* = g* p-p.p. et f~ =g~ ppp.
Done [ fdu= [ftu+ [fdu= [g"pu+ [gdu= [gdu

Définition 3.8 (Intégrale des fonctions complexes).
F:(E,o)— (C,%#(C)) mesurable.

Ce qui est équivalent a dire que Re(f) et Im(f) sont mesurables.
On dit que f est intégrable et on note
felg

si
[11dn < o
On pose

[ fan= [ Retau-+ [ m(s)an

Proposition 3.8. 1. Inégalité triangulaire. | [ fdu| < [|f|dp.
2. Linéarité : L{ est un espace vectoriel.

3. 8i f,g €LY f=gu-p.p. alors [ fdu= [ gdu.

Démonstration. 1.
vbeC, b = sup a1 Re(b) + axIm(b)

ay,az ERaija%:l
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Théoréme 3.4 (Convergence dominée). Soit f,, une suite de fonctions dans L' avec :
— 1l existe f mesurable a valeurs dans R telle que f,, — f, u-p.p..
— Il eziste g : (E, A) — (RT, B(R™T)) mesurable positive avec [ gdu < +oo telle que

vneN, |fu(z)] < g(x) p-p.p.
Alors f € L et
lim [ fo.dp= /fdu
n—o0o
et de plus
[ 182 fldu—0

Exemple 3.3.1 (Contre-exemple sans domination).

1
o= =Tjon = 0 pu-p.p.
n
Vn, /fnduzlﬁli():/()du

3.4 Intégrales dépendant d’un parametre

Théoréme 3.5 (Continuité sous le signe intégrale). Soit f : U x E — R ou (U, E) est un espace
métrique.
On suppose :

1. Yuel, f(u,): (B, o) — (R, B(R)) mesurable.
2. u-p.p. (enzx) f(-,x) : U — R est continue en ug € U.
3. 1l existe g intégrable telle que

Vu e U, |f(u,x)] < g(x) pu-p.p. en x
Alors la fonction
F(w = [ f(wo)dn(z)
est bien définie pour tout u € U et elle est continue en ug € U.

Démonstration. Il faut montrer que si u,, est une suite avec u,, — ug, n > 0, alors F'(u,) — F'(up).
F est bien définie car Vu € U, f(u, -) mesurable et |f(u,-)] < g(-) qui est intégrable.

Posons fu(x) = f(un, ) et fu(x) = f(uo,x).
[fu(@)] = [f (un, 2)| < g(2)p-p-p.

D’apreés le TCD , /fn(as)d,u(a:) — /f(uo,x)d,u(:v) O

=F(un) =F(uo)
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Exemple 3.4.1. Soit y une mesure diffuse sur (R, Z(R)) et ¢ € L (R, Z(R), ). On définit

Fu) = /] R

alors F' est continue.

Démonstration. On pose f(u,r) = ¢(x)1)_o j(x) 1l suffit de vérifier que f(-,z) est continue et
qu’elle est dominée. Le reste est trivial :

o _ d(z)siu>x
urr flu,z) = { 0 sinon
est continue en R\ {z}. Comme p est diffuse, u{x} = 0 et donc f(-, ) est continue p-p.p..

— [F,@)] = (@)1} oy (@)] < [6()] qui est intégrable.
O
Théoréme 3.6 (Dérivation sous le signe intégrale). On suppose que U = I est un intervalle ouvert
de R et ug € 1.
f:IxE—->R
1.Vuel, flu,) € LL(E, o, u)
2. u-p.p., f(-,x) est dérivable en ug € I de dérivée g—f(uo,:r).
U

3. Il existe g € L telle que

Vuel, |f(u,z)— f(ug,x)| < g(z)|u — uo|p-p-p.

Alors F(u) = [ f(u,z)dp est dérivable au point ug et sa dérivée est F'(ug) = [ gi (uo, z)dp(z)

0
Remarque 3.4.1. La fonction 8f (ug, -) n'est définie que p-p.p.. Il suffit de la prolonger n’importe
u

0
comment et cela suffit @ définir [ —f(uo, x)du(z). Comme le prolongement se fait sur un ensemble

de mesure nulle, cela ne change pas la valeur de l’intégrale, c’est pour cela que l'on peut donner
une liberté absolue pour le prolongement, par exemple en lui donnant la valeur 0.

Démonstration. Soit u, — ug, n > 0, u, # ug-
On regarde

F(u,) — F(ug)

Un — UQ

Uy, i o /f(un,l‘) - (Uo,x)df,u(gj)

)= fla) _, OF
P — 5 (uo, x)
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f(un,z)—f(uo,x) S g(x)

Unp —UQ
Donc d’apres le TCD on a
F(up)—F
(un) — F(uo)
U

n — UQ

[ 5 o)t

Remarque 3.4.2. On peut changer les hypotheses 2 et 8 pour avoir une forme plus pratique :
2. pu-p.p. f(-,x) est dérivable sur I.
3. 1l existe g € I telle que

of
Yu € I‘au(u,x)

< g(z) p-p.p.

Ceci implique, par le théoréme des accroissements finis, la majoration de l’hypothese 3.

et dans ce cas on a que F' est dérivable sur I tout entier.
Remarque 3.4.3. Si f est a valeurs complexes cela marche aussi.

Exemple 3.4.2 (Transformée de Fourier). Si ¢ € L' on définit sa transformée de Fourier : ¢(u) =
[ e ¢(z)d(x) alors ¢ est bien définie dans R et continue (par le théoréme de continuité sous le
signe intégrale).

Si de plus on a [ |z¢(x)|d\(z) < oo alors ¢ est dérivable sur R de dérivée :

&wz/mwwmwm

Théoréme 3.7 (Régularité C* sous le signe intégrale). Soit f: I x E — R ou I est un intervalle
ouvert de R

1. Vuel, f(u,-) e LYE, o, p)
2. p-p.p., ur> flu,z) est C¥ sur 1.
3. 1l existe g € L' tel que

ai
Yu e I, Tj(u,x) < gr(x) p-p.p.
k i
Alors F(u) = [ f(u,z) du est C* sur I, avec F(u) = [ 3 = (u, ) dp(z)
e

4 Mesure produits

4.1 Espace produit, tribu produit

Définition 4.1 (Tribu produit). Soient (E, %) et (F, %) deux espaces mesurables on définit la
tribu produit.
I QB=0({AxB|Ac o, Be R}
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Remarque 4.1.1. Les ensembles de type A x B, A € o/, B € 9B sont appelés rectangles ou pavés
mesurables.

Définition 4.2. On étend la définition & n tribus :

D @...Qdy=0({Agx - xAp | Ao € ,..., An € G })
Cette définition est associative.
Proposition 4.1. #(R?) = 4(R) @ 4(R)
Démonstration. TD O

Notation 4.1. Pour C' C E' x F, on note :
Co={yeF|(z,y)cC}

CV={z€FE|(x,y) €C}

Pour f: EX F — G :
foy) = f(zy) (le)e = 1c,

)= flzy) (Lc)! =1cw
Proposition 4.2. 1. SiC € &/ ® A, alors

VreE, C, €A
VyeF, Cye€d
2. Soit f(E x F, o @ B) — (C,€) mesurable alors :
Ve € E, fz(F,#) — (C,€) mesurable
Yy e F, fy(E, o) — (C,€) mesurable

Démonstration. 1. Soit z € E montrons que VC € &/ @ B C, € BNC € o @ B C, € B.
On regarde = {C € o x B,C,, € $B} et montrons que c’est une tribu :
(@) 0, =0e R
(b) Soit C tel que C, € #

4.2 Construction de la mesure produit

Théoréme 4.1. Soient p et v deux mesures o-finies sur (E, o) et (F, B) respectivement.

1. Il existe une unique mesure o-finie sur (EXF, o @A) telle que VA € of ,B € B, u@u(AxB) =
u(A)u(B).
2.VC e o ®AB.
pv(C)= /

E

mmww:/mww@>

F
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Démonstration. 1. Unicité :
et v sont o-finies, on se donne donc E,, T E et F,, 1 F tels que pu(E,) < 400 et v(F,) < +00.
On pose Cp, = E, x F,, et ona que C,, T E X F.
Soient m et mo deux mesures qui vérifient les propriétés de la proposition.

mi(E, x F,) = p(Ey)v(F,) <+
= mg(En X Fn)
— my et my coincident sur {A x B| A € &, B € #} qui engendre & ® & et stable par
intersections finies.

— my(Cr) = ma(Cy) < 400 et C, T E X F donc my; = my d’aprés le théoréeme d’unicité
des mesures.

O

Remarque 4.2.1. On peut itérer g1 @ pa @ ... @ phy, = 11 @ (2 @ (.. @ (P—1 @ p) ... ) et c’est
associatif.

1@ 2 @ .. @ (A X - X Ay) = HNi(Ai)
i=1
Exemple 4.2.1. La mesure de Lebesgue sur R™ est le produit des mesures de Lebesgue sur R :

A =AR...Q0 A
—_———
n fois

et elle vérifie : .

An(lar, 1] x -+ X [an, by]) = H(bz —a;)

=1

Remarque 4.2.2. Si X 1LY, alors Pxy =Px ® Py.

4.3 Les théorémes de Fubini

Théoréme 4.2 (Fubini-Tonelli). Soient u et v deux mesures o-finies sur (E, <) et (F, $B) respec-
tivement. Soit f : (E x F, o ® %) — (|0, +00], B([0, +00])) une fonction mesurable.

1. Les fonctions :

z e / f(z,y)dv(y)
g / f(,y)du(z)

sont respectivement </ et B mesurables.
2. Ona:

/E/Ff(x’y)dy(y)du(m)
= [ [ s i)

/wfd(“@”)
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Démonstration. O

Théoréme 4.3 (Fubini-Lebesgue). Soit f € LY(E x F, &/ @ B, 1@ v).
1.
p-p-p-, y = fla,y) € LY(F, B,v)
v-p.p., x> f(z,y) € LNE, o, u)

2. On a que les fonctions suivantes sont bien définies sauf sur un ensemble de mesure nulle et
que :

T /f(;v,y)dv(y) est dans LY(E, o/, 1)

Y /f(m,y)du(x) est dans L'(F, B, v)

L sawen = [ [ jeyawise
/F/Ef(x,y)du(:v)dy(y)

Démonstration. On regarde |f|, qui est mesurable positive d’aprés Fubini-Tonelli. On a donc :

[1ndwey) = [ [1flav@date) < +oo
par hypothese.

On a donc = +— [ |f|(z,y)dv(y) est finie p-p.p. car son intégrale est finie.
ie: p-p.p., [ | fldv(y) < +oo,|f|(z,y) € L'(F, %B,v)
De plus [ [[|f|(z,y)dv(y)] du(z) < +oo. Donc x +— [ f(z,y)dv(y) est bien définie et est dans

LY(E, o, ) car
//fxydz/ ‘du //|f|d1/ Ydp(x) < 400

De méme pour les deux autres fonctions.

f=ft—f",doncona:

[rawsn) = [rrawen - [iwen
/ / FH (@, y)dv(y)du(a / / F( dypu(z) (Fubini-Tonelli)
=/(/f+zydu /f (2, y)dv(y )d()

[ [ 1@ - 1 @apavtue

= //f(x,wdl/(y)du(w)

De méme dans 'autre sens. ]

3. Ona:

Remarque 4.3.1. L’hypothése f € LY(E x F,. o/ @ B, @ v) est indispensable.
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5 La formule de changement de variables

Proposition 5.1 (Formule de changement de variable linéaire). Soit b € RY, M € My(R) inver-

sible et
f: R — R4
r +—— Mzxz+Db

Alors, pour tout borélien A C R?,

Aa(f(A)) = | det(M)|Aa(A)

Remarque 5.0.1. Si M n’est pas inversible, \y(f(A)) = 0, car l’image est incluse dans un hyper-
plan H de R?, qui est donc de mesure nulle.

Démonstration. On admet que la mesure de Lebesgue est invariante par translation et c’est la seule
a multiplication prés (exo). On peut donc supposer b = 0. Soit A C R¢ borélien.

B — Ag(f(B)) est une mesure qui est invariante par translation.

F(@) =0 et f est bijective, donc I'image d’un d’une famille deux & deux disjoints est aussi deux
a deux disjoints, et donc elle est og-additive.

M(f([B+a])) = Xa(f(B)+ f(a)
= M\(f(B))
alors elle est un multiple de \;.
1l suffit de vérifier que A\q(f([0,1]9)) = | det(M)].
ai
— Si M est diagonale M = , alors
aq

Aa(f([0,1]%) = Aa([0,a1] x - -~ x [0, ad]) = [ det(M))]

— Si M est orthogonale, le coefficient vaut 1 car M conserve la boule unité.

— Si M est symétrique définie positive, le coefficient vaut det(M) car M est diagonale apres un
changement de base.

— Dans le cas, M = PS avec P orthogonale et S symétrique définie positive, avec S = vV MM
et P = MS~!. Donc le coefficient vaut | det(P)|| det(S)| = | det(M)]|.

O

Rappel 5.0.1. U, D ouverts de R, ¢ : U — D est un C'-difféomorphisme si ¢ est bijective et C*
sur U et ¢=% est C* sur D. Dans ce cas Vu € U, ¢'(u) est inversible.

Théoréme 5.1 (Changement de variables). Soit ¢ : U — D un Cl-difféomorphisme alors pour
toute fonction f : D — Rt mesurable positive :

/f Az /f DIo(w)ldA(w)

ot Jy = det(¢(u)) est le jacobien de ¢ en u.
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6 Espace L?

6.1 Définition et premiéres propriétés
Définition 6.1. On définit 'ensemble des fonctions (réelles ou complexes) de carré intégrable sur

un intervalle (E, .o, ) noté L2(E, o, ) = {f (B, )= R,BR))| [ |FI% dp < oo}.

Proposition 6.1. Sur L2(E, ., 1), la relation f ~ g si et seulement si f = g p-p.p. définit une
relation d’équivalence.

Définition 6.2. On définit 'espace quotient L(E, o/, u) = L?(E, o/, p)/ ~.

Remarque 6.1.1. En fait, on fait le travail dans tous les espaces LP.

LB ot i) = {1+ (Bt @ 3 @) | [ 111 < o0
E
et en particulier dans L.

Remarque 6.1.2. Dans la suite, on identifie (abusivement) un élément de L' avec un représentant
dans L'. En particulier, ils ont la méme intégrale.

Sur L2, on note ||f|ly = /[ |f1> du

Théoréme 6.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soient f, g mesurables sur (E, <, 1), alors

[ 1aldie < 11l gl

En particulier, fg € L' si f,g € L2.
Et il y a égalité si f et g sont colinéaires :

INER, f=Agoug=Af
Démonstration. Si ||f||, = 0, alors f = 0 pu-p.p. donc fg = 0 p-p.p. et I'inégalité est vraie et de
méme si ||g]|, = 0.

Supposons donc que ||f||, > 0 et ||g]|, > 0.
Soit t € R, alors on regarde

0< [(¢+t92du= [ fan2 [ fodu+ [

avec fg € L' car |fg| < @. C’est un polynéme de degré 2 en t qui est positif pour tout ¢ donc
son discriminant est négatif.

8= [ fodn? =1 [ Fdu [ gdu <0

/fgdu < /de/J/deM



6.2 Lien avec les probabilités

Le cas d’égalité est immédiat : A = 0 Donc :
3t tel que /(f +tg)%dp =0

f+tg =0u-p.p.

f et g sont colinéaires p-p.p..
Si || f]ly = 400 ou ||g||, = 400, 'inégalité est évidente.

Corollaire 6.2. Si u est une mesure finie, alors L*>(E, o/ ,u) C LY (E, o, j1).

/\fldu=/|f|*1du < \//mu\//mu

< Iflly Vi(E)

< 0

Démonstration.

A

En particulier si p est une mesure de probas.

6.2 Lien avec les probabilités

Soit (2, .#, ) espace probabilisé.
X (Q,F) = (R, Z(R)) mesurable "variable aléatoire".
C’est quoi la loi ?

Px : BR) — [0,1]
B — Z(Xe€eB)

Px est une mesure sur (R, Z(R)).
Soit X une variable aléatoire réelle positive

“+oo
P (X > t)dt

0
+oo
_ / / Lx ()i d P (w)dt
0 R

/R+ /]R]lx(wxd@(w)d)\(t)

/Q/RJr Lx(w)>tdA()d P (w)
[ Xz

E[X]

De plus,
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E[X] = Px (Jt, +oo])dA(t)

R+
/ / Ly (0)1dPx ()dA(?)
R+ JR+

/ﬂH /R+ Ly (w)>¢dA(t)dPx (w)
/]R+ rdPx ()

En particulier, si #x = fd)\, "X est a densité par rapport a Lebesgue', alors Vg mesurable
positive,

[s@zxia) = [ g f@)ixe)

et donc ("formule de transfert") :

Elg(X)] = / o(2) f(2)dA(x)

Exemple 6.2.1. Soit p une mesure et f une fonction mesurable positive.
Si v(A) = [ fladp, alors v est la mesure de densité f par rapport a p.

6.2.1 Sur I’indépendance

X 1Y, VYA BeZBR)

Pixy)(AB)=P(XcAetYeB) = PXecAPY cB)
= Zx(4)Py(B)

Px,y) — [0,1] mesure sur R x R telle que

donc X 1l Y «— f@(xwy) =Px Q@ Py.
De méme pour (Xy, ..., X,), ils sont indépendants si et seulement si Z(x, . x

Px

)= Px, ®.Q

n

n

6.3 L’espace de Hilbert L2
Définition 6.3. On définit pour f,g € L*(E, o/, ).

(f.9) = /fgdu

est un produit scalaire sur L?(E, o, ).
— (f,9) = {f,g) est bilinéaire
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— (f,9) — ([, g) est symétrique
— (f,f) >0et (f,f) =0 si et seulement si f =0 (presque partout)

Démonstration. — par linéarité de I'intégrale
— évident
— [ fAdp=0 <= f?=0 p-p.p. (2.1.12)
O
Remarque 6.3.1. En particulier, || f||, = \/(f, f) est une norme sur lespace vectoriel L3 (E, o, ).

Définition 6.4. On dit que (FE, (-,)) est un espace de Hilbert si E est muni d’un produit scalaire
(-,-) et si E est complet pour la norme induite ||-|| = 1/(-,-)%.
Théoréme 6.3 (Riesz). L?(E, o, 1) est un espace de Hilbert.

Démonstration. Soit f, une suite de Cauchy dans L?(E, </, u), alors il existe une sous-suite f,
telle que

||fkn+1 - fkn|’2 <2
On pose gn = [,

00 2 N 2
/ (Z |gn+1 — gn|> dp = A}im (Z |gn+1 — gn|> dp
n=1 e n=1

= Jim_ > givr — gillgiv1 — 951 | dp
1<4,j<N
— A}E)noo Z /|gi+1 — il lgj+1 — g5 dp
1<i,j<N
< J\;gnoo Z llgi+1 — gilla lgi+1 — g5ll,
1<ij<N
N 2
< lim (Z lgnt1 — 9n|2>
n=1
< o0

car HgnJrl - gn||2 <27

[e.e] 2 oo
En particulier, <Z lgn+1 — gn|> est p-intégrable, donc finie p-p.p. donc Y |gn41 — gn| est finie
n=1 n=1

U-D-P-- il In+1(x) — gn(x) est absolument convergente u-p.p. (en x). O
Exemple 6.3.1. (N,P(N), 1) ot p est la mesure de comptage.
I*(N) = {a eRY| Zai < oo} = L*(N, P(N), i)
(a,by = Z anby
lally = /> a2
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Exemple 6.3.2. F =R/Z(= B;) On regarde p la mesure de Lebesgue induite sur [0, 1].

L*(R/Z, B(R/Z), 1) = {f :R = R, 1 - périodique | fRdr < oo}
[0,1]

C’est dans cet espace qu’on fera des séries de Fourier.

Remarque 6.3.2. Si les fonctions sont a valeurs complexes, on définit le produit scalaire par :
(f,9)= / fgdu
Cela munit L*(E, .o/, 1) d’une structure d’espace de Hilbert compleze.

6.4 Classes denses de fonctions
Théoréme 6.4. Dans (R?, B(RY), \y) :
1. L’espace des fonctions étagées intégrables est dense dans L?(R?, B(R%), \y).
2. L’espace des fonctions continues (d support compact) est dense dans L*(R?, B(R9), \q) (pour

la norme de Uespace de Hilbert).

Démonstration. 1. f € L2 (R4, BRY), \g), f=fT+f~
Il suffit d’approcher f*. On sait qu’il existe une suite croissante f,, de fonctions étagées
positives avec f, — fTu-p.p.
0 < fn, < fT donc les f,, sont intégrables. 0 < f2 < f+2 < f2 done J f2dNg < [ f2dhg < o0
donc f, € L}

2. admis

7 Espaces de Hilbert

7.1 Définitions, premieéres propriétés

Définition 7.1. Soit H un R ou C-espace vectoriel. Un produit scalaire est une application (,-) :
H x H — R ou C telle que
1. Yy € H,x — (x,y) est linéaire

2. Va,y € H, (z,y) = (y, )
3. Ve € H{z,x) >0et (z,2) =0 < =0

Si (-, -) vérifie seulement les deux premiéres propriétés, on dit que c’est un produit hermitien.

Remarque 7.1.1. (z,\y) = Mx,y). y — (x,y) est antilinéaire. (x,y) — (x,y) est dite ses-
quilinéaire (linéaire en la premiére variable et antilinéaire en la seconde). On note en général
[1z||, = \/{z,2). On montrera que c’est une norme.
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Remarque 7.1.2.

lz+yll; = (@+y.z+y)
= (z,z) +(z,y) +(y,2) + (y,¥)
2 2
= |[=|l3 + 2R (z,y) + [lyll;

Proposition 7.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soit H un espace de Hilbert, alors
Vo,y € H, [(z,y)] < [l [yl

Démonstration. — Si||ly|| =10, 0 <0.
— Sinon on regarde , , ,
0< |z +tyll” = [l2]|” + 2tR (2, y) + ¢ ||yl|

qui est un polynome du second degré en t. On pose A = 4R (z,4)> — 4]|z|]*||y||* < 0. Donc

1R (z, )| < [lzl[{lyl]-
Si on est dans un R-espace vectoriel, on a fini. Sinon :

wy) = @yl
o)l = e {my)
_ <€_10$,y>

Or [(z,y)| = [R((e™2,y))| < ||e==||[lyll = l|]| ly]]-

Corollaire 7.1. ||z|| = \/(z,x) définit une norme sur H si (-,-) est un produit scalaire.

Démonstration. 1. Par définition ||z|| > 0.
2.

le+yll> = (@t+yet+y
2 2
(1™ + 2R (z, ) + [[yl|

< el + 2z, )| + Iyl
< |lzll* + 21| [lyll + [ly||* par Cauchy-Schwarz
< ([l + [lyl)?
3. Soit A un scalaire :
Azl = (O, \z)
= M\(z,2)
2 2
= [A[7|=l|
Az|] = [A[[|z]]

4. ||z]| =0 = (x,2) =0 = a = 0 par définition du produit scalaire.



7.1 Définitions, premiéres propriétés

36

Proposition 7.2 (Identités remarquables). Soient x,y € H, (-,-) un produit scalaire sur H et H

un C-espace vectoriel.

1. Identité de Polarisation :
1 2 2 . 2 2
w.y) = 7 (Il +yl = Il =yl +illz +yl* — il — iy|*)

2. Dans un R-espace vectoriel, on a :
1 2 2
(@y) =1 (llz -+ 9l = Iz = yIP)

3. Identité de la médiane / du parallélogramme :

2 2 2 2

2+ 91> + Il = ylI” = 2 (llal > + 1yl )
4. Pythagore : Si (x,y) =0, alors
2 2 2
|z +ylI” = [l=[]” + [yl

Définition 7.2. On dit que x et y sont orthogonaux si (x,y) = 0.

Démonstration.
2 2 2
llz +yllI” = [lzl]” + 2R (z,y) + [|y]

2 2 2
llz = ylI” = [[z]]” = 2% (2, y) + ||yl
Par différence R ((z,)) = & (1lz +yl* = lle — yI”)
1.

2 2 2
lz+yll” = lll+2  Rzy)  +Iyll

=R(—i(z,y))=(z,y)

2 2
|z[|” = 23 (z, y) + [|yll

llo—igl* = |
1 . 2 . 2
Sy = = _ _
Sy = 7 (lle+illP —llz—iyl*)
(zy) = R{z,y) +iS(z,y)

D’ou I’identité de polarisation.

2. On démontre la deuxiéme identité en utilisant la différence, car sur un R-espace vectoriel,

R((2,9)) = (z,9).

3. L’identité de la médiane est immédiate en additionnant les deux premieres équations.

4. Et enfin, si (z,y) = 0, alors ||z + y||* = ||z||> + ||y||>-

O

Remarque 7.1.3. Dans un C-espace vectoriel, le théoréme de Pythagore n’admet pas de réciproque.

Définition 7.3. H muni de son produit scalaire est un espace de Hilbert s’il est complet pour la

norme associée au produit scalaire.
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7.2 Projection orthogonale dans un espace de Hilbert

Définition 7.4. F un sous espace de H, on définit 'othogonal de F par F+ = {y € H,Vx €
F,(z,y) = 0}.
Proposition 7.3. F,G deuz sous-espaces vectoriels de H, alors :

— Ft est fermé.

— Si F C G alors G+ C F*+.

— FL=F"

Démonstration. — Soit x,, € F* tel que z,, — =, montrons que z € F1. Soit y € F, montrons
que (z,y) = 0.
(zn —z,9)] < [Jan — || ||yl|
—_———
—0
(Tn,y) = (z,y) = 0
~——
=0
donc la suite stationne en 0, donc {(x,y) = 0.
— Soit € G+, montrons que z € F*.
Soit y € F montrons que (z,y) = 0. Or F C G donc y € G et donc (z,y) = 0.
— Parle2 F C F*. .
Montrons que F+ C F ™.

—1
Soit x € EL, montrons que z € F.
Soit y € F, montrons que {(x,y) = 0.
Soit y, € F tel que y, — y, on a

2,y —yu)| < N2l |ly — yull = O

or
(z,y — yu)| = (2, 9) — (T,Yn)
Y

Donc (z,y) = 0.

Remarque 7.2.1. D’aprés Cauchy-Schwarz,
Yy € H, © — (x,y) est continue

Ve € H, y+— (x,y) est continue

Théoréme 7.2 (Projection orthogonale sur un sous espace fermé). Soit F' un sous espace fermé
de H.
— Ve e H3yeFllz—y|l= d(z,F).
Ou d(z,F) =infyer ||z —yll.
On note y = pp(x) cet unique point, cela définit une application pp : H — F.
— pr(x) est l'unique vecteur de F tel que v — pp(x) € F*.
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2 2 2
— Ve e H, |[z]|” = |lpr@)I" + ||z — pr(@)II".
— pr est linéaire et continue.

— F et F+ sont dits supplémentaires orthogonauz.

H=F+Ft et FNFt={0}

Et
Ve e F,Vy e Ft (z,y)=0

On note cela H=F @ F*.
Démonstration. — — Soit y, € F tel que ||z — yu|| = d (2, F). Comme H est complet, il suffit de

montrer que ¥y, est de Cauchy.
Onprenda=x—y, et b= — yp,.

lla+bl>+lla bl = 2[lall® + 2]
2 2 2 2
lla=l* = 2(llal + 1blI*) = lla + 8
2
Yn + Ym
o =l =21l =l 4l = ) =4 o = 223

IN

2 (112 = gall* + ke = yl*) = 4 d (2, F)?

Si N est assez grand pour que Vn > N,

o = yall* = d (2, F)?| <
Sin,m > N on a

IN

o =yl < 2(d(@F?+ 5+ d@F)P+5) -4d (@ F)’

4
< ¢

yn est donc de Cauchy et donc converge vers un point y € H, y, € F donc y € F car F est
fermé.

Unicité : Supposons que y et y’ soient deux points de F' qui réalisent le minimum.

ly=y'II* =2 (d(@,F)’+ d(@,F)*) —4d(2,F) <0

Donc y =y/'.
— Montrons que x — pp(z) € F*.
Soit z € F, montrons que (x — pp(x),z) = 0.
On pose y = pp(z) € F. Soit t € R, on a y + tz € F Donc

d(@,F) < |lz—(y+t2)|f
< o=tz —yl)?
= |lz—yl|® — 2R (x — y, t2) + £ ||z]|?
< d(z, F)? = 2R (z —y, 2) + 2 ||z]]?
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Donc 2tR (x — y, z)+t2||z||* > 0 pour tout ¢ € R?. En particulier pour t = 0 ona R (z — y, z) =
0
En utilisant itz & la place de ¢tz on trove S {(x —y,2) =0

Unicité : Supposons y et ' deux points de F tels que Vz € F,{(x —y,2) =0et (x —y', 2) = 0.
Vee F,{y—y,2)=0,ory—y' € Fdonc (y—y',y —y') =0donc y =7’
— D’apres 2, x — pr(x) L pr(z), donc par Pythagore,

2 2 2
|z[I” = [lpr@)[I" + llz = pr(2)|

— Montrons que p: F(z + Ay) = pp(x) + Apr(y).
Montrons que pp(z) + Apr(y) vérifie 2.
Montrons que z + Ay — pr(x) — Apr(y) € F*-.

z —pp(z) +A(y — pr(y)) € F*
S—— ——
eFL cFL

Montrons que pr est continue.
Comme pg est linéaire, il suffit de montrer que pg est continue en 0.
pr continue si et seulement si AM, ||pp(x)|| < M ||z]|.

Dapres 3, ||pr(2)|” = ||z|]> = ||z — pr()||> < ||z||>. Donc pp est continue et

Hlpr (@) <1
— z=pp(z)+ (x — pr(x)).
S~ Y
er c€FL d’apres 2
O
Remarque 7.2.2. Si F est de dimension finie, (e1,...,e,) une base orthonormée de F, alors

pr(x) = 30 (@) e

Remarque 7.2.3. Si F' n’est pas fermé rien ne fonctionne.

Corollaire 7.3. — Si F' est fermé, alors Fit=F.

— F est dense si et seulement si F+ = {0}.
Démonstration. — C’est le point 5 du théoréme.
— F =Ft
— Si F' est dense, Fr=H'= {0}.
— Sinon F C H et FoF =H. Donc F # {0}.
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7.3 Théoréme de représentation de Riesz

Théoréme 7.4 (Théoréme de représentation de Riesz). Soit H un espace de Hilbert, ¢ : H — C
une forme linéaire continue.
Alors il existe un unique y € H tel que Vz € H, ¢(x) = (x,y). De plus |||8]|| = ||yl|-

Démonstration. Si ¢ =0 alors y = 0 convient.

Si ce n’est pas le cas on regarde F' = ¢~1({0}), ¢ est continue donc F est fermé.
F C H car ¢ #0.

En fait, dim F+ =1

Siaz,ye FL o #0,y#0, dx) #0,6(y) #0

Plz) _
) = AeCoulR

é(xr —Ay) =0donc z — Ay € FNF* donc z = \y

7.4 Bases orthonormales

Définition 7.5. On dit que H est séparable s’il existe une partie dénombrable dense de H. Ou
encore une suite de points dense dans H.

Exemple 7.4.1. R est séparable (Q est dense dans R et dénombrable).
Exemple 7.4.2. L2 est séparable.

Démonstration. On a vu que les fonctions continues & support compact sont denses dans L2.
Toute fonction continue & support compact peut étre approchée par une fonction étagée a valeurs
rationnelles, avec pour ensemble de niveaux des pavés a coordonnées rationnelles.

SO

k=—n2

3=

k+1 [
avec f. un rationnel {-proche de f (%)

— approche f en [|-||,.
O

Exemple 7.4.3. L2(N) et Q™) I’ensemble des suites nulles & partir d’un certain rang a valeurs
rationnelles.

Définition 7.6 (Base orthonormale / hilbertienne). On dit que (en)nen est une base orthonor-
male/hilbertienne de H si

1 sii=j
L lenll =1, (e ej) = 055 = {0 sinon

2. L’ensemble des combinaisons linéaires finies d’éléments (e, )nen est dense dans H.
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Exemple 7.4.4. [2(N) et (a,b) = > apbi. ex = (0,...,0,1,0,...) avec 1 en position k.
k=1

(eives) = > e =6y

L’ensemble des combinaisons linéaires finies d’éléments de (e, )nen est C® Pensemble des suites
nulles & partir d’un certain rang, donc dense dans L?(N).

Exemple 7.4.5.
12([0,1], ([0, 1]), A)

(f,9) = JgdA
(0,1]
on pose
en:[0,1] = C
t— e2ni7rt

<en> em> _ e2ni7rte—2mi7rtd)\(t)

— /62i7r(n—m)td)\(t)
_ 1 sin=m
B 0 sinon

car fol cos(2mt)dt =0 = fol sin(2mt)dt.

Théoréme 7.5. Si H est un espace de Hilbert séparable, alors H admet une base hilbertienne.

Démonstration. Soit A une partie dénombrable dense de H.

— On construit avec A une famille orthonormale.

— On vérifie que c’est une base hilbertienne.

A= {an}neN'

— Montrons le premier point :

Montrons que Vn € N,3p < n3fo,..., fp, C {ao,...,an} tel que (fo,..., fp) est libre dans H
et Vect (fo, ..., fp) = Vect (ag, ..., an).

On le montre par récurrence sur n.

— n=0: fo=agsiag#0. (ap) est libre, sinon p = —1 (la famille est vide).
— Hérédité :
— Si ap41 € Vect (ag, ..., an) on garde (fo,. .., fp) convient.

— Si ap41 ¢ Vect (ag, . .., ay), alors (fo, ..., fn,an+1) convient.
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On travaille avec fo,..., fp.
— Soit F' un sous espace vectoriel fermé. Supposons que (eq,...,e,) une base orthonormale de
F.

pr H — H
T = Z<xaek> €k
k=1

vérifie z — pp € F+. Donc c’est bien la projection orthogonale sur F.
Posons F,, = Vect (fo, ..., fn). alors :

"o o
|| foll
e fi —pr(f1)
1fr = R, (1)l
o fn _pFr,Lfl(fn)
en
||fn —panl(fn)H
n—1
fno= 22 (faser) ex
k=0
n—1
1= S tnend e
k=0
On vérifie que ||en]| = 1 et par récurrence ¥n € N,Vi < n, (ep, ;) = 0.

Or e, € F,, et Vect ((én)nen) D A Et Vect ((er)nen) est ensemble des combinaisons linéaires
finies. Or A est dense dans H, donc Vect ((e,)nen) = H.

O

Proposition 7.4 (Inégalité de Bessel). Soit (e, )nen une famille orthonormale de H. Alors Va €
o0 2 2
H?En:0|<xven>‘ < ="

Démonstration. O

Proposition 7.5 (Identité de Parseval). H espace de Hilbert séparable, (e,)nen une base hilber-
tienne de H, alors :

oo
Vee Hx = Z(a@en)en
n=0
o0
]| =) Kz, en)l’
n=0
oo

Vz,y € H, (a:,y) = Z <J),€n> (y,en>

n=0



43

Démonstration. O
Proposition 7.6 (Unicité des coefficients). Sous les mémes hypothéses, si

k
Z )\nen —k—oo T

n=0

alors Yn € N A, = (z,ep).
On dit que () est la suite des coefficients de x dans la base (hilbertienne) (e,).

Démonstration. O

8 Séries de Fourier

8.1 Définitions

Définition 8.1. On note T = R/Z et LP(T, %A(T), Ar) pour p = 1,2 l'espace des fonctions mesu-
rables de R dans C 1-périodiques, munie de la mesure de Lebesgue restreinte & [0, 1] telles que leur
restriction a [0, 1] soit dans LP([0, 1[, 2([0, 1[), A) pour f € LE(T).

11, = ( / Ifl”qur>p

Définition 8.2. Soit f € L!(T), on note

en(f) = f(t)eizmmdt

[0,1]

le coefficient de Fourier d’ordre n de f.
On appelle la série de Fourier de f la série

Z cn (f)e2i7rnt

neZ

vue comme une série de fonctions abstraite.

N

SN0 = 3 ea(f)em

n=—N
les sommes partielles de la série de Fourier de f.
Proposition 8.1 (Lemme de Riemann-Lebesgue). Si f € LY(T), alors lim,,_, c,(f) = 0.
Démonstration. O

Remarque 8.1.1. Comme on travaille avec des fonctions 1-périodiques

! =
Cn(f) = A f(t)efzi‘ﬂ'ntdt —_ /l f(t)672i7'rntdt
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Définition 8.3 (Coefficients de Fourier réels). On peut travailler avec (de préférence si f est &
valeurs réelles)

1
() = [ s
1
an(f) = 2/0 f(t) cos(2mnt)dt

bo(f) = 2 /O F(1) sin(2mnt)dt

VYn € N* on a

an(f) = en(f) + c—n(f)
bu(f) = ilen(f) — c—n(f))

et .
Cn(f) _ an(f) ;an(f)
C—n(f) _ an(f) ";'Lbn(f)
Proposition 8.2 (Parité). — Si f est paire, alors by (f) =0 et c_p(f) = cn(f)-

— Si f est impaire, alors an(f) =0 et c_p(f) = —cn(f).

8.2 Observations dans L%(T)

- C
t = eZiﬂ'nt

(ensem) = On,m-

On veut montrer que (e, ),z est une base hilbertienne de L2(T). Vect ((e,,)) est Pensemble des
polynémes trigonométriques.

On pose ey, :

Théoréme 8.1. Vect((e,)) est dense dans LZ(T) (I’ensemble des polyndmes trigonométriques est
dense dans LZ(T)).

Démonstration. O
Corollaire 8.2 (Conséquences). — DBessel :
Vf e LE(T), [ISv(INlzeery < Al g2 my
— Parseval :
Vf e LE(T), Umy oo [[Sn(f) = fll L2y =0
VEELAM),  IflIZemy = Lnez lealHI?
Vg GH-‘(ZZ(T)v ffgd/\zznezcn(f)én(g)

Inversement, si (ay,) est une suite de 12(Z), alors les sommes partielles ZngN a, €™t forment
une suite de Cauchy dans LZ(T), donc elle converge dans LE(T) vers une limite f et (f,em) =

: N 2imnt
limpy oo <Zn=_N ane="mm ,€m> = Q.
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Théoréme 8.3.

est une isométrie.

8.3 Convergence ponctuelle des séries de Fourier

Proposition 8.3. Soit f € L'(T) et ¢,(f) sommables, alors 3f € €°(T) telle que f =11 f et
HSN(f) - J;H —Nooo 0

Proposition 8.4. Si f est continue, 1-périodique et €' par morceaux, alors f est limite uniforme
de la série de Fourier.

Théoréme 8.4 (Dirichlet). Soit f € LY(T), ¢ par morceauz, alors

tim_ S (f)(a) = LI

N —oc0 2
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